
این فایل با اجازۀ انتشارات گاج از کتاب 

فرمول 20 هندسه 2 انتخاب شده است

اثبات‌های
کتاب درسی

هندسه 2

 آرش عمید
برای دسترسی به محتوای بیشتر به کانال تلگرامی  ArashAmid@ مراجعه کنید.
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|   هندسه  2   |

برای دسترسی به محتوای بیشتر به کانال تلگرامی  ArashAmid@ مراجعه کنید.

)فعالیت 1 صفحۀ 11 کتاب درسی( F بر هم عمودند.� OF و خط مماس بر دایره‌ در نقطۀ F مماس است. ثابت کنید شعاع C در نقطۀ d بر دایرۀ  فرض کنید خط

اثباتاثبات

هر نقطۀ دیگری غیر از F روی خط d مانند B خارج از دایره‌ قرار دارد. بنابراین فاصلۀ آن تا مرکز دایره‌ بیش‌تر از شعاع دایره‌ 

OB. از طرف دیگر نقطۀ F روی دایره‌ قرار دارد، بنابراین فاصله‌اش تا مرکز دایره‌ برابر با شعاع دایره  r خواهد بود؛ یعنی

گر بخواهیم  OF. بنابراین می‌توان گفت که نقطۀ F نزدیک‌ترین نقطۀ خط d به نقطۀ O می‌باشد. حال ا r است؛ یعنی

از O بر خط d عمود ‌ کنیم، از آن‌جایی که فاصلۀ O تا پای عمود، کوتاه‌ترین فاصلۀ نقاط خط d تا O خواهد بود، بنابراین 

پای عمود همان نقطۀ F می‌باشد. پس شعاع OF در نقطۀ F بر خط d، عمود خواهد بود.

OF عمود است. ثابت کنید این خط با دایره‌ فقط یک نقطۀ تماس دارد و بنابراین بر دایره‌  F بر شعاع d در نقطۀ  خط

)فعالیت 2 صفحۀ 11 کتاب درسی( مماس است.�

�

اثباتاثبات

 d بر خط OF بیش‌تر است )زیرا OF از مقدار شعاع دایره‌ یعنی O در نظر بگیریم، فاصله‌شان تا نقطۀ d روی خط B مانند F گر هر نقطۀ دیگری غیر از ا

که خط d بر دایره‌  گفت  ج از دایره‌ قرار دارند و خط و دایره‌ تنها در نقطۀ F با هم مشترک هستند. پس می‌توان  عمود است.(؛ بنابراین همۀ این نقاط خار

مماس است.

 است، به‌صورت مقابل به‌دست می‌آید. C که روبه‌روی زاویۀ مرکزی با اندازۀ R(O, )   طول کمان: طول کمان AB از دایرۀ
L R

 

180
�

اثباتاثبات

2R است، پس به کمک تناسب زیر داریم: می‌دانیم دایره‌ کمانی با اندازۀ360 درجه و طول

        

½pHkºH Ï¼ö

360 2 


R
L
''''''''''''"

¸Ãõw» ¸ÃÎoö

L R  360 2      L R 2
360

 L R  
180

�

 باشد، مساحت قطاع به‌صورت زیر به‌دست می‌آید: C برحسب درجۀ R(O, ) گر زاویۀ مرکزی قطاعی از دایرۀ  مساحت قطاع: ا

S R  2

360 �

اثباتاثبات

R2 است، پس: می‌دانیم دایره قطاعی با زاویۀ مرکزی360 و مساحت

         

Áq¨o¶ â¾Ä»Hp SeIv¶

360 360
2 2





 R

S
R S       S R  2

360
�



7

|   آرش عمیـد |

برای دسترسی به محتوای بیشتر به کانال تلگرامی  ArashAmid@ مراجعه کنید.

)فعالیت 1 صفحۀ 13 کتاب درسی( C با هم برابر باشند، آن‌گاه وترهای AB و CD هم با یکدیگر برابرند. � O r( , ) گر دو کمان AB و CD از دایرۀ   ا

اثباتاثبات

O برابرند، پس دو مثلث  2 O و AB است، پس زوایای مرکزی مقابل آن‌ها یعنی1 CD  از مرکز دایره‌ به دو سر وترهای AB و CD وصل می‌کنیم. چون

AOB و COD به حالت )ض ز ض( همنهشت هستند:

      

O O
OA OD r
OB OC r

OB COD

 1 2
 
 










''''''"
Æ p Æ

A
 

�

AB می‌باشد. CD بنابراین اجزای متناظر دو مثلث‌ با هم برابرند، پس

)فعالیت 2 صفحۀ 13 کتاب درسی( گر دو وتر AB و CD در یک دایره‌ با هم برابر باشند، آن‌گاه کمان‌های نظیر این دو وتر نیز با هم برابرند.�   ا

اثباتاثبات

از مرکز دایره‌ به دوسر وترهای AB و CD وصل می‌کنیم. دو مثلث AOB و COD به حالت )ض ض ض( همنهشت هستند:

      

OA OC r
OB OD r
AB CD

OB COD
 
 










''''''"
Æ Æ Æ

A
 

�

هستند، پس  CD و  ABکمان‌های به  رو  مرکزی  زوایای   O2 و  O1می‌باشد؛ چون  O O 1 2 برابرند، پس هم  با  مثلث‌  دو  متناظر  اجزای  بنابراین 

AB می‌باشد. CD 

  در هر دایره‌، قطر عمود بر هر وتر، آن وتر و کمان نظیرش را نصف می‌کند.

)فعالیت 3 صفحۀ 13 کتاب درسی( �
�

اثباتاثبات

از مرکز دایره‌ به دو سر وتر AB وصل می‌کنیم و داریم:

      
OA OB r
OH OH

 




  ¥oTz¶ Í±ò

Í±ò ¦Ä » oU» 

( )
'''''''''''''''''"

ÁÁoMHoM

OHA OHB
 

 �

چون می‌باشد.   O O 1 2 و  AH BH جمله از  برابرند،  هم  با  آن‌ها  متناظر  اجزای  پس  هستند،  همنهشت   OHB و   OHA مثلث‌های  چون 

BD نیز برابر  AD و O2 برابرند، پس کمان نظیر آن‌ها یعنی AH است، پس قطر CD وتر AB را نصف کرده است و چون زوایای مرکزیO1 و BH

کرده است. می‌باشند، پس قطر CD کمان AB را نیز نصف 

)فعالیت 4 صفحۀ 13 کتاب درسی( گر قطری از دایره‌، وتری را نصف کند، آن‌گاه بر آن وتر عمود بوده و کمان نظیر آن را نیز نصف می‌کند.�   ا

اثباتاثبات

AH می‌باشد و داریم: BH از مرکز دایره‌ به دو سر وتر AB وصل می‌کنیم. چون CD وتر AB را نصف کرده است، پس

        
OA OB r
AH BH
OH OH

HO BHO
 












( )

A
¥oTz¶ Í±ò

Æ Æ Æ

'''''''"

 
�

چون  می‌باشد.   H H 1 2 و  O O 1 2 جمله از  برابرند،  هم  با  آن‌ها  متناظر  اجزای  بنابراین  هستند،  همنهشت   BHO و   AHO مثلث‌های  چون 

کرده است. از طرفی چون کمان نظیر وتر AB را نصف   CD برابرند؛ بنابراین BD AD و کمان مقابل آن‌ها یعنی O2 برابرند، پس  زوایای مرکزیO1 و

H می‌باشد، بنابراین قطر CD بر وتر AB عمود است. H� � �1 2 90  ، پس H H 1 2 H و H� � �1 2 180 
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|   هندسه  2   |

برای دسترسی به محتوای بیشتر به کانال تلگرامی  ArashAmid@ مراجعه کنید.

)فعالیت 5 صفحۀ 13 کتاب درسی( گر قطری از دایره‌ کمانی را نصف کند، آن‌گاه این قطر بر وتر نظیر آن کمان عمود است و آن را نصف می‌کند.�   ا

اثباتاثبات

AD می‌باشد. حال از مرکز دایره‌ به دو سر وتر AB وصل  BD  وتر نظیر کمانAB را رسم می‌کنیم. چون قطر CD کمانAB را نصف کرده است، پس

O2 با هم برابرند، پس: BD یعنیO1 و AD می‌باشد، پس زوایای مرکزی مقابلِ کمان‌هایAD و BD  می‌کنیم. چون

         

OA OB r

O O
OH OH

HO BH

 













 1 2
( )

A
¥oTz¶ Í±ò

Æ p Æ

'''''''"

 
OO �

 AH BH H می‌باشد. چون H 1 2 AH و BH چون دو مثلث AHO و BHO همنهشت هستند، بنابراین اجزای متناظر آن‌ها با هم برابرند، یعنی

 H H� � �1 2 90  H می‌باشند، پس H 1 2 H و H� � �1 2 180  است، پس قطر CD وتر نظیر کمانAB یعنی وتر AB را نصف کرده است. از آن‌جایی‌که

بوده و این یعنی قطر CD بر وتر نظیر کمانAB یعنی وتر AB عمود است.

.OH OH  گر گر و تنها ا AB ا CD C در شکل مقابل مفروض است.  R(O, )  وترهای نامساوی : دایرۀ

)تمرین 8 صفحۀ 17 کتاب درسی(                �

اثباتاثبات

H وسط CD می‌باشد، پس: AB باشد. از O به B و C وصل می‌کنیم. می‌دانیم H وسط AB و CD حالت اول فرض می‌کنیم

AB CD AB CD BH CH     2 2 �

OCH داریم: حال به کمک قضیۀ فیثاغورس در مثلث‌های OHB و

     OB OH BH R OH BH2 2 2 2 2 2       BH R OH2 2 2 �

OC OH CH R OH CH2 2 2 2 2 2             CH R OH2 2 2 �

BH می‌باشد و داریم: CH2 2  BH است، پس CH چون

R OH R OH OH OH OH OH2 2 2 2 2 2 2 2              OH OH �

OCH داریم: O به B و C وصل می‌کنیم. به کمک قضیۀ فیثاغورس در مثلث‌های OHB و OH باشد. از OH  حالت دوم فرض می‌کنیم

       OB OH BH R OH BH2 2 2 2 2 2       OH R BH2 2 2 �

OC OH CH R OH CH2 2 2 2 2 2             OH R CH2 2 2 �

OH می‌باشد و داریم: OH2 2  OH است، پس OH  چون

R BH R CH BH CH2 2 2 2 2 2              BH CH BH CH2 2 �

H وسط وتر CD است، پس: می‌دانیم H وسط وتر AB و
BH CH BH CH AB CD    

'''"
2 2 2 �
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|   آرش عمیـد |

برای دسترسی به محتوای بیشتر به کانال تلگرامی  ArashAmid@ مراجعه کنید.

)فعالیت 1، 2 و 3 صفحه‌های 13 و 14 کتاب درسی(  اندازۀ زاویۀ محاطی: اندازۀ هر زاویۀ محاطی برابر نصف اندازۀ کمان روبه‌روی آن است.�

     BAC BC� �
 2

�

اثباتاثبات

برای اثبات این‌که اندازۀ هر زاویۀ محاطی برابر نصف اندازۀ کمان روبه‌رویش می‌باشد، باید هر سه حالت زیر را اثبات کنیم.

BOA زاویۀ خارجی مثلث‌ OBD است، بنابراین برابر با مجموع  حالت اول یک ضلع زاویه‌ از مرکز دایره‌ عبور می‌کند. از مرکز دایره به B وصل می‌کنیم. زاویۀ

دو زاویۀ داخلی غیرمجاورش است.

�

BOA ODB OBD

OB OD r ODB OBD
BOA ODB

  

 

 

 

   






  2     


ODB BOA ODB AB BDA ABBOA AB� � � � � �� �

2 2 2'''''''''''" �

حالت دوم دو ضلع زاویه‌ در دو طرف مرکز دایره‌ قرار دارند. قطرِ DE را رسم می‌کنیم و طبق حالت اول خواهیم داشت:

                   ADE AE

BDE BE
ADE BDE AE BE

� �

� �
� � � �













   
2

2

2 2  ADB AB� �
2

�

حالت سوم هر دو ضلع زاویه‌ در یک طرف مرکز دایره‌ قرار دارند. قطر DE را رسم می‌کنیم و طبق حالت‌های اول و دوم داریم:

                  
ADE AE

BDE BE
ADE BDE AE BE ADB AB

� �

� �
� � � � � �












     2

2
2 2 �

.AC BD  در شکل مقابل AB قطری از دایره‌ است و وترهای AC و BD موازی‌اند. ثابت کنید

)تمرین 5 صفحۀ 17 کتاب درسی( �

�

اثباتاثبات

DBA محاطی‌اند، پس: CAB و DBA برابرند. از طرفی زاویه‌های CAB و چون AC و BD موازی و قطر AB مورب است، پس زاویه‌های

     CAB DBA BC AD BC AD� � � � � �    2 2 �

�ADB می‌باشند، بنابراین داریم: � 180 �ACB و � 180 چون AB قطر دایره‌ است، پس
AC BC BC AC

AD BD AD BD

� � � �

� � � �

� �

� �

    

    







180 180

180 180
'''''''''"
BC AD AC BD AC BD
� � � �� � � �

    180 180 �

AC می‌باشد. BD چون کمان‌های AC و BD برابرند، پس وتر نظیر آن‌ها نیز برابرند، پس
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|   هندسه  2   |

برای دسترسی به محتوای بیشتر به کانال تلگرامی  ArashAmid@ مراجعه کنید.

)کار در کلاس صفحۀ 15 کتاب درسی( گر کمان‌های محدود بین آن‌ها مساوی باشد.� گر و تنها ا   دو وتر که یکدیگر را درون دایره‌ قطع نمی‌کنند با هم موازی‌اند، ا

اثباتاثبات

حالت اول فرض می‌کنیم دو وتر AB و CD با هم موازی‌اند:

ADC برابرند. چون هر دو  BAD و  از A به D وصل می‌کنیم. با توجه به قضیۀ خطوط موازی و مورب، زاویه‌های 

زاویه‌، محاطی هستند، پس:

      
ADC AC

BAD BD
AC BD AC BDBAD ADC

� �

� �
� � � �� �


  

2

2
2 2''''''''''''" �

حالت دوم فرض می‌کنیم کمان‌های EG و FH با هم برابرند:

EHG هر دو محاطی‌اند؛ بنابراین: FEH و وترهای EF و GH را رسم می‌کنیم و سپس از E به H وصل می‌کنیم؛ زوایای

      
FEH FH

EHG EG
FEH EHG

FH EG
� �

� �
� �� �













2

2

''''''''" �

EHG برابرند، پس طبق عکس قضیۀ خطوط موازی و مورب، وتر EF موازی وتر GH است. FEH و چون زاویه‌های

)فعالیت 1 صفحۀ 14 کتاب درسی(  اندازۀ زاویۀ ظلی:   اندازۀ هر زاویۀ ظلی برابر است با نصف کمان روبه‌رو به آن زاویه‌.�

      
BAC AB� �

 2
�

اثباتاثبات

حالت اول زاویۀ ظلی حاده است؛ قطر گذرنده از نقطۀ A را رسم می‌کنیم:

�

AD قطر است و AC ‌ در نقطۀ A بر دایره مماس شده است. بنابراین:

DAC DAC AD
AD� � �� �
� �

  


90 1
2 180 1

2
180

( ) '''''''''" �

زاویۀ DAB محاطی است؛ بنابراین:
DAB BD� � 1

2 �

BAC DAC DAB AD BD AB� � � � � �    1
2

1
2( ) �

حالت دوم زاویۀ ظلی قائمه است:

�

BAC و مماس بودن AC، پاره‌خط‌ AB قطر دایره‌  می‌دانیم که قطر دایره‌ در نقطۀ تماس بر خط مماس عمود است. بنابراین با توجه به قائمه بودن زاویۀ

خواهد بود:

BAC BAC ABAB� � �� � � �
  

90 1
2 180 1

2
180( ) '''''''''" �
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|   آرش عمیـد |

برای دسترسی به محتوای بیشتر به کانال تلگرامی  ArashAmid@ مراجعه کنید.

حالت سوم زاویۀ ظلی منفرجه است؛ قطر گذرنده از نقطۀ A را رسم می‌کنیم:

�

AD قطر است و AC ‌در نقطۀ A بر دایره مماس شده است. بنابراین:

DAC DAC ADAD� � �� � �
�

  
90 1

2 180 1
2

180( ) ''''''''" �

DAB محاطی است. بنابراین: زاویۀ 

DAB BD� � 1
2 �

BAC DAB DAC BD AD ADB� � � � � �    1
2

1
2( ) �

)تمرین 1 قسمت )الف( صفحۀ 16 کتاب درسی( �.AC AD  d باشد، ثابت کنید d1 2 گر  در شکل مقابل، خطd1 بر دایره‌ مماس است. ا

�

اثباتاثبات

ADC محاطی هستند، پس: EAD ظلی و زاویۀ EAD می‌باشد. چون زاویۀ ADC  از A به D وصل می‌کنیم. بنابر قضیۀ خطوط موازی و مورب،

      
EAD AD

ADC AC
AD ACEAD ADC

� �

� �
� �� �












 2

2
2 2'''''''''''''" AAD AC� � �

که از برخورد دو وتر در داخل یک دایره‌ تشکیل می‌شود، برابر است با نصف مجموع کمان‌هایی که توسط این دو وتر روی   زاویۀ بین دو وتر:  اندازۀ زاویه‌ای 

)فعالیت 2 صفحۀ 16 کتاب درسی( دایره‌ ایجاد شده‌اند.�

      
DAE BAC BC DE� � � �

  
2

�

اثباتاثبات

 ،CD و BF قطع کند؛ با توجه به موازی بودن وترهای F رسم می‌کنیم تا دایره‌ را در DC خطی موازی با B روش اول از نقطۀ

کمان‌های BC و DF با هم برابر خواهند بود.   

B

D

E

C

A
F

�

FBE محاطی است، پس: FBE برابرند. زاویۀ BF، پس طبق قضیۀ خطوط موازی و مورب، زوایایDAE و DC چون

FBE FE DF DE DAE DF DE DAE BC DDF BC� � � � � � � � �� �
       

2 2 2 ''''''''"
EE�

2 �
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روش دوم از نقطۀ B به D وصل می‌کنیم. زاویۀ DAE، زاویۀ خارجی مثلث‌ ABD است، بنابراین با مجموع دو زاویۀ داخلی غیرمجاورش برابر است. پس:

     DAE DBA ADB    �

ADB محاطی هستند، پس: DBA و زوایای
DBA DE

ADB BC
DAE DE BC

� �

� �
� � �












 2

2
2 2'''''"   DAE BC DE� � �

2 �

که از برخورد امتداد دو وتر در بیرون دایره‌ تشکیل می‌شود، برابر است با نصف تفاضل کمان‌هایی که میان اضلاع   زاویۀ بین امتداد دو وتر:  اندازۀ زاویه‌ای 

)فعالیت 1 صفحه 15 کتاب درسی( زاویه‌ محدود شده‌اند.�

        A DAE DE BC� � � �
  

2 �

اثباتاثبات

کند؛ با توجه به موازی بودن دو وتر BD و  روش اول از نقطۀ C خطی موازی با BD رسم می‌کنیم تا دایره‌ را در F قطع 

CF، دو کمان BC و DF با هم برابر خواهند بود. از طرفی چون AD موازی CF است، بنابر قضیه خطوط موازی و مورب،

FCE محاطی است، داریم: DAE هستند. چون زاویۀ FCE 

�

FCE EF FCE DE DFEF DE DF� � � � �� � �
   

2 2'''''''''''''" ''''''''"
DF BC FCE DE BC� � � � �

 
2 �

از نقطۀ C به D وصل می‌کنیم. زاویۀ DCE زاویۀ خارجی مثلث‌ ACD است. بنابراین با مجموع دو زاویۀ  روش دوم 

داخلی غیرمجاورش برابر است:

     DCE DAE ADC DAE DCE ADC          �

ADC محاطی هستند، پس: از طرفی زوایایDCE و
DCE DE

ADC BC

� �

� �














2

2

'''''''''''''''''''"
DAE DCE ADC DAE DE BC DE BC� � � � � � � � 

   
2 2 2 �

A
B

C

D

E
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 زاویۀ بین امتداد وتر و مماس:   در شکل زیر، MB بر دایره‌ مماس است. زاویۀ بین قاطع MC و مماس MB برابر است با: �)تمرین 1 قسمت )پ( صفحه 16 کتاب درسی(

             M
BC AB� � �

 
2 �

اثباتاثبات

روش اول از نقطۀ B خطی موازی با وتر AC رسم می‌کنیم تا دایره‌ را در نقطۀ F قطع کند. با توجه به موازی بودن وترهای 

AB با هم برابرند. AC و BF، کمان‌هایFC و

C

A

M
B

F

E

�

FBE ظلی است، داریم: M است. چون زاویۀ FBE  از طرفی با توجه به قضیۀ خطوط موازی و مورب،

FBE FB FBE BC FCFB BC FC� � � � �� � �
   

2 2'''''''''''''" '''''''''" '''''''''"
FC AB FBE M

FBE BC AB M BC AB� � � �
� � � � � � 

   
2 2 �

CAB زاویۀ خارجی مثلث‌ ABM است، بنابراین با مجموع دو زاویۀ داخلی غیرمجاورش برابر است. روش دوم از A به B وصل می‌کنیم. زاویۀ

CAB ABM M M CAB ABM          �

ABM ظلی است، بنابراین داریم: CAB محاطی و زاویۀ زاویۀ

CAB BC

ABM AB
M

M CAB ABM
� �

� �
�

� � �













 2

2

'''''''''''''''''"
BBC AB� �
2 2   M BC AB� � �

2 �

هر دو روش رو یاد بگیر.
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)تمرین 1 قسمت )ب( صفحه 16 کتاب درسی(  زاویۀ بین دو مماس:   در شکل زیر MA و MB بر دایره‌ مماس‌اند. زاویۀAMB برابر است با: �

      AMB
ACB ADB� � �

 
2 �

اثباتاثبات

 ADB روش اول  از نقطۀ B خطی موازی با MA رسم می‌کنیم تا دایره‌ را در نقطۀ F قطع کند. با توجه به موازی بودن BF و MA، کمان‌هایACF و

FBE زاویۀ ظلی است، پس: M می‌باشد. زاویۀ FBE  MA است، طبق قضیۀ خطوط موازی و مورب، BF برابر خواهند بود. چون

     FBE FB M FB� � � �
  2 2 '''''''''''''''''"

FB ACB ACF
M ACB ACF� � � � � � 
 

2 �

''''''''''''''"
ACF ADB

M ACB ADB� �
� � �
 

2 �

روش دوم از A به B وصل می‌کنیم. زاویۀ EAB ، زاویۀ خارجی مثلث‌ AMB است. بنابراین با مجموع دو زاویۀ 

داخلی غیرمجاورش برابر است:

        EAB M ABM M EAB ABM          �

ABM زوایای ظلی هستند، پس: زوایایEAB و
EAB ACB

ABM ADB
M ACB ADB

� �

� �
� � �












  2

2
2 2   M ACB ADB� � �

2 �

 رابطۀ طولی بین دو وتر متقاطع: هرگاه خط‌های شامل دو وتر دلخواه مانند AB و CD در نقطه‌ای مانند M درون دایره‌ یکدیگر را قطع کنند، آن‌گاه داریم:

)فعالیت صفحۀ 18 کتاب درسی( � 

                      MA MB MC MD   �

اثباتاثبات

از  Aبه D و از C به B وصل می‌کنیم. مثلث‌های MAD و MBC با دو زاویۀ برابر متشابه‌اند. زیرا زوایای محاطیDAM و

M می‌باشد. بنابراین داریم:� M 1 2 BCM رو به کمانBD هستند، پس با هم برابرند. از طرفی

MA
MC

MD
MB

MA MB MC MD     ��
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 رابطۀ طولی بین دو وتر و امتداد آن‌ها: هرگاه خط‌های شامل دو وتر دلخواه مانند AB و CD در نقطه‌ای 

)فعالیت صفحۀ 18 کتاب درسی( مانند M خارج از دایره‌ یکدیگر را قطع کنند، آن‌گاه داریم: �

MA MB MC MD   �

�

اثباتاثبات

 MDA از نقطۀ A به D و از B به C وصل می‌کنیم. مثلث‌هایMAD و MCB متشابه‌اند، زیرا زوایایMBC و

�زوایای محاطی رو به کمانAC هستند، پس با هم برابرند و زاویۀ M در دو مثلث‌ مشترک است و حال داریم:

MA
MC

MD
MB

MA MB MC MD     �

 رابطۀ طولی بین مماس و قاطع: هرگاه M نقطه‌ای بیرون از دایره‌ باشد و از M مماس و قاطعی نسبت به دایره‌ 

رسم کنیم، مربع اندازۀ مماس برابر است با حاصل‌ضرب اندازه‌های دو قطعۀ قاطع.�)فعالیت صفحه‌های 18 و 19 کتاب درسی(

MT MA MB2  �
�

اثباتاثبات

از نقطۀ T به نقاط A و B وصل می‌کنیم. مثلث‌های MAT و MTB با دو زاویۀ برابر، متشابه‌اند. زیرا زاویۀ ظلی

AT هستند، پس با هم برابرند. از طرفی زاویۀ M در دو مثلث‌ مشترک  MBT رو به کمان MTA و زاویۀ محاطی

MAاست، پس:
MT

MT
MB

MT MT MA MB MT MA MB       2 �

)کار در کلاس صفحۀ 20 کتاب درسی( T بنامیم، داریم: � C دو مماس بر دایره‌ رسم ‌کنیم و نقاط تماس را T و R(O, ) گر از نقطۀ M خارج دایره‌   ا

TMT است. نیمساز زاویۀ MO ب نیم‌خط 		 آ اندازه‌های دو مماس با هم برابرند.

اثباتاثبات

T وصل می‌کنیم. از آن‌جایی‌که شعاع دایره‌ بر خط  ابتدا شکل مسئله‌ را رسم می‌کنیم. حال از مرکز دایره‌ به نقاط T و

MT قائم‌الزاویه‌اند و با هم‌همنهشت هستند.  O مماس در نقطۀ تماس عمود است، بنابراین دو مثلث‌ MTO و

OT شعاع دایره‌ هستند، پس با هم برابرند و وتر OM در دو مثلث‌ مشترک است. بنابراین اجزای متناظر  زیرا OT و

دو مثلث‌ با هم برابرند:

�

MT MT  آ 

TMT است.  TMO و این یعنی نیم‌خط MO نیمساز زاویۀ T MO   ب 
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OO باشد طول مماس  d  گر ، ا   C R(O , ) C و R(O, )  طول مماس مشترک خارجی: در دو دایرۀ

)فعالیت صفحۀ 21 کتاب درسی( مشترک خارجی از رابطۀ زیر به‌دست می‌آید:�

TT d    2 2(R R )
��

اثباتاثبات

 T به‌ترتیب در نقاط  O T O خطی به موازات خط m رسم می‌کنیم تا شعاع OT را در نقطه‌ای مانند H قطع کند. از آن‌جایی‌که دو شعاع OT و از نقطۀ

TT مستطیل است و خواهیم داشت:� O H  T بر خط m عمودند، چهارضلعی و

TH T O R TT HO       , �

O استفاده می‌کنیم: HO حال از قضیۀ فیثاغورس در مثلث‌

         O H OH OO OO2 2 2 2 2 2(TT ) (OT TH)           TT d TT d2 2 2 2 2(R R ) (R R ) �

OO باشد، طول مماس  d  گر ، ا   C R(O , ) C و R(O, )  طول مماس مشترک داخلی: در دو دایرۀ

)فعالیت صفحه 22 کتاب درسی( مشترک داخلی از رابطۀ زیر به‌دست می‌آید:�

TT d   2 2(R R ) ��

اثباتاثبات

 H را در نقطۀ OT رسم می‌کنیم تا امتداد شعاع k مرکز دایرۀ کوچک‌تر( خطی به موازات خط( O از نقطۀ

T بر خط عمودند، بنابراین چهارضلعی  به‌ترتیب در نقاط T و O T قطع کند. از آن‌جایی‌که دو شعاع OT و

       O T TH R TT O H,  مستطیل است و خواهیم داشت:� T O HT
�

OO از رابطۀ فیثاغورس کمک می‌گیریم: H حال در مثلث‌ قائم‌الزاویۀ

OO OH O H d TT         2 2 2 2 2 2(R R )     TT d2 2(R R ) �

)فعالیت صفحۀ 22 کتاب درسی( R برابر است با: �  طول مماس مشترک خارجی دو دایرۀ مماس خارج با شعاع‌های R و

    TT RR  2 �

اثباتاثبات

d است، خواهیم داشت: R R   با استفاده از دستور محاسبۀ طول مماس مشترک خارجی و با توجه به این‌که در دو دایرۀ مماس خارج

TT d
d R R

TT   

  






       

2 2 2 2(R R ) (R R ) (R R )        R RR R RR R2 2 2 22 2(R )    4 2RR RR �

 طول مماس مشترک داخلی دو دایرۀ مماس خارج، برابر صفر است. �

اثباتاثبات

d است، پس: R R   وقتی دو دایره‌ مماس خارج هستند،
TT d
d R R

    

  







2 2(R R )        TT R R R R( ) ( )2 2 0 �
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 طول مماس مشترک خارجی دو دایرۀ مماس داخل، برابر صفر است.

�

اثباتاثبات

d است، پس:   | R R | وقتی دو دایره‌ مماس داخل هستند،

TT d
d

   

  







2 2(R R )
| R R |

        TT (R R ) (R R )2 2 0 �

)صفحۀ 24 کتاب درسی( گر عمودمنصف‌های همۀ ضلع‌های آن در یک نقطه همرس باشند.� گر و فقط ا   یک چندضلعی محاطی است، ا

اثباتاثبات

با توجه به دو شرطی بودن قضیه، آن را در دو حالت اثبات می‌کنیم:
از همۀ رأس‌های آن  که  فرض می‌کنیم چندضلعی محاطی باشد، به عبارت دیگر دایره‌ای وجود داشته باشد  حالت اول 

OE شعاع‌های دایره هستند،  OD و ،OC  ،OB  ،OA به رأس‌های چندضلعی وصل می‌کنیم. می‌دانیم O عبور کند. از
بنابراین داریم:

OA OB R AB O
OB OC R BC O
OC O

  
  


.SwH þ~¹¶j¼µø Á»n

.SwH þ~¹¶j¼µø Á»n

DD R CD O
OD OE R DE O
OE OA R

 
  
 

.SwH þ~¹¶j¼µø Á»n

.SwH þ~¹¶j¼µø Á»n


















.SwH þ~¹¶j¼µø Á»n

.k{IMïÂ¶ Â÷±òk¹a Ì°òH ÁIÀïþ

AE O

~~¹¶j¼µø ÂwoµÀ á¾õ£º , á¾õ£ºO �

حالت دوم فرض می‌کنیم عمودمنصف‌های اضلاع یک چندضلعی در یک نقطه مانند O همرس باشند. می‌دانیم که هر نقطه 

روی عمودمنصف یک پاره‌خط از دو سر پاره‌خط به یک فاصله است و بالعکس. بنابراین داریم:
�

.SwH þ~¹¶j¼µø Á»n

.SwH þ~¹¶j¼µø Á»n

.SwH þ~

AB O OA OB
BC O OB OC
CD

 
 

¹¹¶j¼µø Á»n

.SwH þ~¹¶j¼µø Á»n

.SwH þ~¹¶j¼µø 

O OC OD
DE O OD OE
EA

 
 

ÁÁ»nO OE OA

OA OB OC OD OE

 















     �

D و E برابر است، پس O مرکز دایره‌ای است که از این نقاط می‌گذرد.  ، C  ، B  ،A از نقاط O چون فاصلۀ نقطۀ
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را دایرۀ محاطی آن  که بر همۀ ضلع‌های آن مماس باشد؛ در این صورت دایره  گر دایره‌ای موجود باشد  ا گر و فقط  ا  یک چندضلعی را محیطی می‌نامیم، 

چندضلعی می‌نامیم.

�

اثباتاثبات

از مرکز دایره یعنی نقطۀ O به نقاط تماس A و B وصل می‌کنیم. از آن‌جایی که OA و OB هر دو شعاع‌های 

که فاصلۀ  گفت  دایره‌اند، بنابراین با هم برابرند و با توجه به عمود بودن شعاع دایره بر خط مماس، می‌توان 

نقطه O از دو خط مماس )ضلع‌های زاویۀ M( یکسان است. پس نقطۀ O روی نیمساز زاویۀ M قرار دارد. 

)فعالیت صفحه‌های 24 و 25 کتاب درسی( گر همۀ نیمسازهای زاویه‌های آن‌ در یک نقطه همرس باشند. � گر و فقط ا  یک چندضلعی محیطی است، ا

اثباتاثبات

با توجه به دوشرطی بودن قضیه، آن را در دو حالت اثبات می‌کنیم: 

از  باشد.  مماس  اضلاع چندضلعی  همۀ‌  بر  که  باشد  داشته  وجود  دایره‌ای  که  می‌کنیم  فرض  حالت اول 

گذرنده از نقطۀ تماس بر خط مماس عمود است،  مرکز دایره به نقاط تماس وصل می‌کنیم. می‌دانیم شعاع 

هم‌چنین هر نقطه روی نیمساز یک زاویه از دو ضلع آن زاویه به یک فاصله است و بالعکس. بنابراین داریم:

�

OM ON R A O

ON OP R B O

OP OQ R

  

  

  

.SwH pIvµÃº Á»n

.SwH pIvµÃº Á»n





..SwH pIvµÃº Á»n

.SwH pIvµÃº Á»n

.SwH p

C O
OQ OT R D O

OT OM R E







  

   IIvµÃº Á»n

.SwH Â÷±òk¹a ÁIÄH»p ÁIÀpIvµÃº ÂwoµÀ

O
















   á¾õ£ºO �

نقطۀ  باشند.  نقطه همرس  یک  در  زوایای یک چندضلعی  نیمسازهای  می‌کنیم همۀ  فرض  حالت دوم  

Q و T می‌نامیم. می‌دانیم   ، P  ، N  ،M به اضلاع عمود کرده و پای عمودها را O می‌نامیم. از O همرسی را

که هر نقطه روی نیمساز یک زاویه از دو ضلع آن زاویه به یک فاصله است و بالعکس. بنابراین داریم:

�

.SwH pIvµÃº Á»n

.SwH pIvµÃº Á»n

.SwH pIvµÃº

A O OM ON

B O ON OP

C







 

 

  Á»n

.SwH pIvµÃº Á»n

.SwH pIvµÃº Á»n

O OP OQ

D O OQ OT

E O OT OM

 

 

 




















    OM ON OP OQ OT �

بنابراین فاصلۀ نقطۀ O تا همۀ اضلاع چندضلعی برابر است و این بدین معناست که O مرکز دایره‌ای است که بر همۀ اضلاع چندضلعی مماس است. بنابراین 

چندضلعی محیطی است.
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، شعاع دایرۀ محاطی برابر r باشد، داریم: 2P گر در یک n ضلعی محیطی با مساحت S و محیط    ا

r S
P

 )کار در کلاس صفحۀ 25 کتاب درسی(                   �

اثباتاثبات

گذرنده از نقطۀ  از مرکز دایره به رأس‌های چندضلعی محیطی و هم‌چنین نقاط تماس وصل می‌کنیم. چون شعاع 

�تماس بر خط مماس عمود است، پس شعاع‌های دایره، ارتفاع‌های مثلث‌های ایجاد شده هستند و داریم:

S r a r b r c r r e r a b c d e P S
P

              . . . .d . ( ) S r( ) rP r2 2 2 2 2 2
2
2 �

)تمرین 3 صفحۀ 29 کتاب درسی(   ثابت کنید عمودمنصف یک ضلع هر مثلث و نیمساز زاویۀ مقابل به آن ضلع، یکدیگر را روی دایرۀ محیطی مثلث قطع می‌کنند.‌�

اثباتاثبات

 A1 فرض می‌کنیم نیمساز زاویۀ A ، دایرۀ محیطی مثلث را در نقطۀ D قطع کند. با توجه به شکل زیر، چون AD نیمساز زاویۀ A است، پس زوایای محاطی 

A2 برابرند و داریم:  و 

     A A BD CD BD CD BD CD� � � � � �1 2 2 2       �

بنابراین فاصلۀ نقطۀ D از دو سر پاره‌خط BC به یک فاصله است و در نتیجه روی عمودمنصف ضلع BC قرار دارد.

)تمرین 5 صفحۀ 30 کتاب درسی( �‌. 1 1 1 1
r h h ha b c
   hc اندازۀ سه ارتفاع مثلث و r شعاع دایرۀ محاطی داخلی مثلث باشد، نشان دهید  hb و   ، ha گر    ا

اثباتاثبات

« می‌باشد. پس: 1
2   قاعده  می‌دانیم مساحت هر مثلث برابر »ارتفاع 

�

S a h h S
aa a    1

2
2  , S b h h S

bb b    1
2

2  , S c h h S
cc c    1

2
2 �

حال داریم:
1 1 1 1

2
1
2

1
2 2

2
2

1 1
2

h h h S
a

S
b

S
c

a b c
S

P
S

P
S S

P
ra b c

P

           

��� ��
�
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  ثابت کنید شعاع دایرۀ محاطی خارجی مثلث ABC که بر ضلع BC و امتداد دو ضلع AB و AC مماس است، 

)فعالیت صفحۀ 26 کتاب درسی( r می‌باشد.� S
P aa  

برابر 
�

اثباتاثبات

B و C وصل می‌کنیم. مساحت مثلث ABC برابر است با:  ،A مرکز دایره( به سه رأس( O از نقطۀ

          S S S S
ABC OAC OAB OBC
      �

ra می‌باشد. پس: واضح است که ارتفاع هر سه مثلث برابر 
S b r c r a r r b c aa a a a           1

2
1
2

1
2

1
2 ( ) �

            1
2

1
2 2 2

2
r b c r P a S r P a r Saa a a a a

P

( a ) ( ) r (P a) ( )a
��� ��

PP a
�

�)تمرین 5 صفحۀ 29 کتاب درسی( 1 1 1 1
r r r ra b c
   rc شعاع‌های سه دایرۀ محاطی خارجی مثلث و r شعاع دایرۀ محاطی داخلی باشد، نشان دهید:  rb و   ، ra گر    ا

اثباتاثبات

با توجه به رابطۀ اندازۀ شعاع‌های دایره محاطی خارجی مثلث داریم:

1 1 1 1 1 1 3
2

r r r S
P a

S
P b

S
P c

P a
S

P b
S

P c
S

P a b c
a b c

P

  











         (
���� ��

)
S

P
S S

P
r

  1 1 �

1 می‌باشد. 1 1 1
h h h ra b c

   hc اندازه سه ارتفاع مثلث و r شعاع دایرۀ محاطی داخلی مثلث باشد، نشان دهید hb و ، ha گر  ا

اثباتاثبات

« می‌باشد. پس: 1
2  می‌دانیم مساحت هر مثلث برابر »ارتفاع قاعده

 S a h h S
aa a    1

2
2 �

S b h h S
bb b    1

2
2 �

S c h h S
cc c    1

2
2 �

�

1 1 1 1
2

1
2

1
2h h h S

a
S
b

S
c

a b c
           a b c

S
P
S

P
S S

P
r

P2

2
2
2

1 1
��� ��

حال داریم:�
�
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)صفحۀ 27 کتاب درسی( گر دو زاویۀ مقابل آن مکمل باشند. � گر و فقط ا   یک چهارضلعی، محاطی است، ا

     
.SwHÂöId¶ABCD A C B D    � � � � �180 �

اثباتاثبات

از آن‌جایی که قضیه، دوشرطی است پس آن را در دو حالت ثابت می‌کنیم:

حالت اول فرض می‌کنیم چهارضلعی‌ ABCD محاطی باشد. چون زوایای A و C محاطی هستند، داریم: 

   
A BCD

C BAD
A C BCD BAD

� �

� �
� � � � � �














     2

2
2

360
2 180 �

B است. D� � �  180 به طریق مشابه چون زوایای B و D محاطی هستند، ثابت می‌شود 

مکمل باشند. با برهان خلف ثابت می‌کنیم چهارضلعی ABCD محاطی است.� C A و  حالت دوم فرض می‌کنیم

گر این دایره مطابق با  از آن‌جایی که مثلث‌ همواره محاطی است، بنابراین از سه رأس C، B و D  همواره یک دایره عبور می‌کند )دایرۀ محیطی مثلث(. حال ا

قطع کند، دو حالت زیر به وجود می‌آید:  A شکل‌های زیر از  رأس A نگذرد و خط AB را در نقطه‌ای دیگر مانند 

B و A A بین 
آ

B و ‌A بین A
ب �

می‌باشد.   A C� � �180 A محاطی است، بنابراین BCD و B قرار بگیرد. در این حالت چهارضلعی  A آ ‌A بین

A است. با توجه به اینکه زاویۀ A زاویۀ خارجی مثلث ADAاست،  A   Aمی‌باشد، پس  C� � �  180  از طرفی طبق فرض

همان A است.  A A تناقض دارد.  پس A   A و این با نتیجه به‌دست آمده یعنی A  بنابراین
�

می‌باشد.    A C� � �180 محاطی است، بنابراین A BCD بین A و B قرار بگیرد، در این حالت چهارضلعی A ب 

ADAزاویۀ خارجی مثلث A است. با توجه به اینکه زاویۀ A A   Aمی‌باشد، پس  C� � �  180 از طرفی طبق فرض 

A همان A است. A در تناقض است. پس  A   و این با نتیجۀ به‌دست آمده یعنی  A A  �است، بنابراین 

با توجه به حالت‌های آ و ب، فرض خلف باطل است. بنابراین ‌A هم روی دایرۀ گذرنده از C ، B و ‌D قرار دارد و در نتیجه چهارضلعی ABCD محاطی است.
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)تمرین 1 صفحۀ 29 کتاب درسی( گر متساوی‌الساقین باشد.� گر و تنها ا   ثابت کنید یک ذوزنقه محاطی است، ا

اثباتاثبات

چون گزاره دو شرطی است، پس آن را در دو حالت ثابت می‌کنیم.� 

A D� � �  180 Aاست. از طرفی در ذوزنقه زوایای مجاور به ساق مکمل‌اند، پس C� � �  180 حالت اول فرض می‌کنیم ذوزنقه محاطی باشد، پس

Cمی‌باشد و این یعنی ذوزنقه ABCD متساوی‌الساقین است. D  است و در نتیجه

�

Bاست.  C� � �  180 Aو  D� �  180 �  ،C D   ،A B  حالت دوم فرض می‌کنیم ذوزنقۀ ABCD متساوی‌الساقین باشد، پس 

�

Aحال داریم:  D

C D
A C

A D

A B
B D

� �

� �
� �

� �

� �
� �

�
�

�

 








  

 








  

180
180

180
1180�

 ذوزنقه ABCD محاطی است.  �

)صفحۀ  گر مجموع اندازه‌های دو ضلع مقابل، برابر مجموع اندازه‌های دو ضلع دیگر باشند. � گر و فقط ا   یک چهارضلعی محیطی است ا

27 کتاب درسی(

   .SwHÂõÃd¶ABCD AB CD AD BC    �

اثباتاثبات

با توجه به دو شرطی بودن قضیه، آن را در دو حالت اثبات می‌کنیم: 

گر از نقطه‌ای خارج دایره‌، دو مماس بر آن  حالت اول فرض می‌کنیم چهارضلعی ABCD محیطی است. می‌دانیم ا

رسم کنیم، طول‌های برابر خواهند داشت. بنابراین در شکل مقابل داریم: 

  AM AQ BM BN CN CP DP DQ   , , , �

ABبرابر است با:� CD ABحال  CD AM BM        ( ) (CP DP) (AQ BN) (CN DQ) �

         ( ) ( )AQ DQ BN CN AD BC AB CD AD BC �
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چهارضلعی  دهیم  نشان  می‌خواهیم  باشد،   AB CD BC AD   می‌کنیم  فرض  حالت دوم 

ABCD محیطی است. نیمسازهای زوایای B و  C را رسم می‌کنیم تا یکدیگر را در نقطه‌‌ای مانند I قطع کنند. 
 CE و BC ، AB قرار دارد. بنابراین فاصله‌اش از سه ضلع C و B روی نیمساز  زوایای I که نقطۀ از آن‌جایی 
گر دایره‌ای به مرکز I و شعاع یکی از این فاصله‌ها  . در نتیجه ا IM IN IP  یکسان است. به عبارت دیگر 
کنیم، بر سه ضلع BC ، AB و CE مماس خواهد شد.  حال با استفاده از برهان  یا IP( رسم   IN یا  IM(
نباشد. AD مماس  بر  بر دایرۀ رسم شده، مماس است. فرض می‌کنیم دایره  ‌AD هم  ثابت می‌کنیم  خلف 
از نقطۀ A مماس بر دایره رسم می‌کنیم تا خط CD را در ‌E قطع کند. یکی از دو حالت زیر را خواهیم داشت. 

آ   ‌E بین P و ‌D قرار بگیرد:�

فرض به  توجه  با  طرفی  از  AEمی‌باشد،  BC AB CE   پس  است،  محیطی   ABCE چهارضلعی 

ADاست، پس: BC AB CD  
AE BC AB CE
AD BC AB CD

AD BC AE BC AB CD AB CE
  
  





       ( ) ( ) ( ) ( ) �

         AD AE CD CE AD AE DE AD AE DE
DE

��� �� �

 E است که با نتیجه به‌دست آمده در تنافض است، پس فرض خلف باطل و نقطۀAD AE DE AED  , از طرفی با توجه به نامساوی مثلث در مثلث
همان نقطۀ D است و دایره بر ضلع AD مماس می‌باشد. �

ب ‌D بین ‌E و P قرار بگیرد:

فــرض بــه  توجــه  بــا  طرفــی  از  می‌باشــد.   AE BC AB EC   پــس اســت،  محیطــی   ABCE چهارضلعــی 
ADاست، پس:� BC AB CD  

AE BC AB EC
AD BC AB CD

AE BC AD BC AB EC AB CD
  
  





       ( ) ( ) ( ) ( ) �

         AE AD EC CD AE AD ED AE AD ED
ED

��� �� �

AEو این با نتیجۀ به‌دست آمده در تناقض است. پس نقطۀ E همان نقطۀ D بوده  AD ED   ،AEDاز طرفی با توجه به نامساوی مثلث در مثلث

و این یعنی دایره بر AD مماس است.

  یک ذوزنقه هم ‌محیطی است و هم محاطی. ثابت کنید مساحت این ذوزنقه برابر است با میانگین حسابی دو قاعدۀ آن ضرب در میانگین هندسی آن‌ها.�
)تمرین 4 صفحۀ 29 کتاب درسی( �

اثباتاثبات

گر ذوزنقه‌ای محاطی باشد، حتماً متساوی‌الساقین است. از طرفی چون ذوزنقه محیطی است، داریم:  می‌دانیم ا

       AD BC AB CD c c a b c a b         
2 �

AD AH DH c h b a2 2 2 2 2 2
2     ( ) حال به کمک قضیۀ فیثاغورس در مثلث ADH داریم: �

'''''''         
 c a b

a b h b a h ab h ab2 2 2 2 2
2 2( ) ( )     S a b h a b ab( ) ( )

2 2 �

میانگین هندسی دو قاعده می‌باشد. ab میانگین‌ حسابی دو قاعده و  a b
2 می‌دانیم
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)فعالیت صفحه 29 کتاب درسی(   تمام چندضلعی‌های منتظم، محاطی و محیطی هستند. �

اثباتاثبات

باشد؛ عمودمنصف‌های دو ضلع AB و BC  را رسم می‌کنیم تا یکدیگر را در O قطع کنند. 2,ABCD... فرض می‌کنیم اندازۀ هر زاویۀ nضلعی منتظم 

 OAB می‌باشد. بنابراین مثلث‌های OA OB OC  از O به B، A و C وصل می‌کنیم. از آن‌جایی که O روی عمودمنصف AB و  BC قرار دارد، پس  

و OBC با سه ضلع برابر،  همنهشت هستند و داریم:

  
OA OB
OB OC
AB BC

OAB OBC OAB OBA OBC












     '''''''

Æ Æ Æ  
   OOCB   �

حال از D به O وصل می‌کنیم و داریم:

OCD BCD BCO      2   �

مثلث‌های OBC و OCD به حالت ض ز ض همنهشت هستند:

OC OC

OCD BCO

BC CD

OBC OCD



 












 

(¥oTz¶)

(´ÊT¹¶)

Æ pÆ
   ''''

 
   OA OB OC OD �

با ادامۀ این روند داریم: 

OA OB OC OD OH OM ON      ... , ... �

که از همۀ رأس‌های nضلعی منتظم می‌گذرد.  بنابراین ‌O از همۀ رأس‌ها به یک فاصله می‌باشد، یعنی نقطۀ همرسی  عمود‌منصف‌ها و مرکز دایره‌ای است 

بنابراین n ضلعی منتظم، محاطی است. هم‌چنین O از همۀ ضلع‌ها نیز به یک فاصله است، یعنی نقطۀ همرسی نیمسازها و مرکز دایره‌ای است که بر همۀ 

اضلاع n ضلعی منتظم مماس است. بنابراین n ضلعی منتظم، محیطی است.

گر AB و CD اندازه‌های    یک دایره به شعاع r و nضلعی‌های منتظم محاطی و محیطی در آن را در نظر بگیرید. نشان دهید ا

)تمرین 7 صفحۀ 30 کتاب درسی( ضلع‌های n ضلعی منتظم محیطی و محاطی باشند، آن‌گاه:�

آ           AB r
n

 2 180tan


                ب CD r
n

 2 180sin


�

اثباتاثبات

آ در مثلث OMB خواهیم داشت:  

            tan tan180 2 2 180 

n
MB
MO

AB

r
AB r

n
    �

ب در مثلث OHD خواهیم داشت: 

                     sin sin180 2 2 180 

n
HD
OD

CD

r
CD r

n
    �
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  دو قطر عمود بر هم AC و BD از یک دایره را رسم می‌کنیم: چرا چهارضلعی ABCD مربع است؟ 

دهید هشت‌ضلعی  نشان  کنند.  قطع  را  دایره  تا  کنید  رسم  را  مربع  این  عمودمنصف‌های ضلع‌های 

)تمرین 8 صفحۀ 30 کتاب درسی( �AMBQCPDN منتظم است.�

اثباتاثبات

ابتدا نشان می‌دهیم چهارضلعی ABCD مربع است. مثلث‌های AOB و COB هم‌نهشت هستند، زیرا:

              
OA OC
O O
OB OB

AOB COB

 









� � �1 2 90 '''''"
Æ p Æ  

�

AB هستند، پس  AD CD و AD ، BC CD بنابراین اجزای متناظر آن‌ها از جمله AB و BC برابرند. به طریق مشابه می‌توان ثابت کرد که

�BAD می‌باشد. لوزی‌ای که یک زاویۀ قائمه  � 90 BAD زاویۀ محاطی رو به نیم‌دایره است، پس چهارضلعی ABCD لوزی است. از طرفی چون زاویۀ

داشته باشد، مربع است.

بنابراین  می‌باشد.   OA OB چون است،  متساوی‌الساقین   AOB مثلث  است.  منتظم   AMBQCPDN هشت‌ضلعی  می‌دهیم  نشان  حال 

O است. O� � �1 2 45  عمودمنصف OM )عمودمنصف متناظر با قاعدۀ مثلث متساوی‌الساقین AOB( نیمساز زاویۀ O نیز می‌باشد. پس

از طرفی مثلث‌های AOM و BOM هم‌نهشت هستند، زیرا:

 
OA OB
O O
OM OM

AOM BOM

 









� � �1 2 45 '''''"
Æ p Æ  

�

M می‌باشند و داریم: M 1 2 AM و BM بنابراین اجزای متناظر دو مثلث برابرند، پس

M M O� � �� � � �
1 2 1180

2
180 45

2
135
2      �

  M M M� � � � � �    1 2
135
2

135
2 135 �

135 و تمامی اضلاع با هم برابرند، پس هشت‌ضلعی مورد نظر منتظم است. به طریق مشابه می‌توان نشان داد تمام زوایای هشت‌ضلعی برابر
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)فعالیت صفحۀ 34 کتاب درسی(   در هر تبدیل طولپا، تبدیل یافتۀ هر زاویه، زاویه‌ای هم اندازۀ آن است. �

اثباتاثبات

 AB A B   OB و O B   ، OA O A   T باشـند. پـس  O O( )   T و  B B( )   ، T A A( )   فـرض می‌کنیـم T یـک تبدیـل طولپـا باشـد و

یعنـی اسـت،  برابـر  نیـز   آن‌هـا  نظیـر  زاویه‌هـای  نتیجـه  در  و  هسـتند  هم‌نهشـت  برابـر  ضلـع  سـه  بـا       A O B و   AOB مثلث‌هـای  بنابرایـن  اسـت، 

می‌باشـد.  AOB A OB    

B

A

O

T

A�

B�
O�

)فعالیت صفحۀ 36 کتاب درسی(   بازتاب یک تبدیل طولپا )ایزومتری( است.�

اثباتاثبات

حالت‌های مختلف یک پاره‌خط را نسبت به خط بازتاب d در نظر می‌گیریم.

 B A و  کرده و آن‌ها را    پاره‌خط AB موازی خط d باشد. ابتدا بازتاب A و B را نسبت به خط d پیدا   حالت اول

AH بوده و با  BH است پس d موازی خط AB مستطیل است؛ چون پاره‌خط ABB A  می‌نامیم. چهارضلعی 

 d ِبوده و چون هر دو برخط AA BB  می‌باشد، پس BH B H    AH و A H  که در بازتاب توجه به این 

ABB متوازی الاضلاع است. A عمودند، پس چهارضلعی

BA

A� B�

H H�
d

�

ABB قائمه است. می‌دانیم  A  A در متوازی‌الاضلاع  زاویۀ  و  نیز عمود بوده   AB بر  d عمود است پس  بر   AH و   AB || d که آنجایی  از  از طرفی 

AB می‌باشد. )البته بعد از این‌که  A B  که یک زاویۀ قائمه دارد، مستطیل است. در مستطیل اضلاع مقابل باهم برابرند، پس متوازی‌الاضلاعی 

ABB نیست.( A و نیازی به نشان دادن مستطیل بودن AB A B   که ABB متوازی‌الاضلاع است، می‌توانیم نتیجه بگیریم  A  فهمیدیم 

حالت دوم  یکی از نقاط انتهایی پاره‌خط AB روی خط d باشد.

A می‌نامیم. �بازتاب نقطۀ A را نسبت به خط d پیدا کرده و آن را 

واضح است که بازتاب نقطۀ B خود B است.

  باتوجه به تعریف بازتاب داریم: روش اول

 
AH A H
BH BH

H H

ABH A BH
 



 









 
� � �
1 2 90

''''''"

ÆpÆ  
�

AB است. A B  A می توان نتیجه گرفت که BH ABH و از همنهشتی مثلث‌های 

بنابراین است،  برابر  پاره‌خط  سر  دو  تا  فاصله‌اش  پس  دارد،  قرار   d روی خط   B نقطۀ  چون  است،   AA پاره‌خط  منصف  عمود   d   خط  روش دوم
AB می‌باشد. A B 

AB می‌باشد. A B  حالت سوم دو نقطۀ ابتدا و انتهایی پاره‌خط روی خط بازتاب باشد. در این حالت تصویر پاره‌خط بر پاره‌خط منطبق خواهد شد، پس

�
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، بازتاب  B حالت چهارم پاره‌خط AB با خطِ d نه موازی و نه متقاطع باشد. پاره‌خط AB را امتداد می‌دهیم تا خط بازتاب را در نقطۀ M قطع کند. نقطۀ 

MB را رسم می‌کنیم. از آن‌جایی که بازتاب هر پاره‌خط یک پاره‌خط می باشد، پس چون نقطۀA روی  B را نسبت به خط بازتاب پیدا کرده و پاره‌خط  نقطۀ 

MB  قرار دارد. حال داریم:� ، بازتاب نقطه A نسبت به خط بازتاب روی  A MB است، نقطۀ

 
AB MB MA
A B MB MA

AB A B
MA MA

MB MB 
     





  
 

 
'''''''''''" �

A می‌نامیم. حالت پنجم پاره‌خط AB خط بازتاب را در نقطۀ M قطع می‌کند. بازتاب نقطۀ A را نسبت به خط d پیدا کرده و آن را 

MA واقع است، زیرا تصویر هر پاره‌خط در بازتاب یک پاره‌خط است  B هم بر امتداد  B یعنی  MA را رسم کرده و ادعا می کنیم که بازتاب نقطۀ  پاره‌خط 

B در یک راستا قرار دارند. حال داریم: M ، A و و در نتیجه 

               
AB AM MB
A B AM MB

AB A B
MB MB

AM AM 
     





  
 

 
''''''''''" �

)تمرین 1 صفحۀ 42 کتاب درسی( حالت ششم پاره‌خط AB عمود بر محور بازتاب است. این حالت را در سه وضعیت زیر بررسی می کنیم:�

B می نامیم.  A و کرده و آن‌ها را به ترتیب  A 1 و B هر دو در یک طرف خط بازتاب قرار دارند. تصویر نقاط A و B را در بازتاب نسبت به خط d پیدا 

باتوجه به تعریف بازتاب داریم:�

                 
AH AH
BH BH

AH BH AH BH AB AB
 

 




          �

B بر خودش منطبق است، با  A و بازتاب نقطۀ  2 یکی از نقاط A یا B روی خط بازتاب قرار دارد. بازتاب نقطۀ A نقطۀ 

AB می‌باشد. A B   AB و در نتیجه  A B  توجه به تعریف بازتاب
dB

A

B�

A�

�

B می‌نامیم. با توجه به تعریف بازتاب داریم: A و  A 3 و B در طرفین خط بازتاب قرار دارند. تصاویر A و B را نسبت به خط d بازتاب داده و 

                 AH A H
BH B H

AH BH A H B H AB A B
 

 




         
�
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)فعالیت 1 صفحۀ 39 کتاب درسی(   انتقال یک تبدیل طولپا است.�

اثباتاثبات

v از اندازۀ  کوچک‌تر باشد یا اندازۀ بردار   AB از اندازۀ پاره‌خط v که اندازۀ بردار  v موازی است. حال در سه وضعیت  حالت اول پاره‌خط AB با بردار 

v با اندازۀ پاره‌خط AB مساوی باشد، نشان می‌دهیم انتقال یک تبدیل طولپا است؛ یعنی اندازۀ پاره‌خط AB با  پاره‌خط AB بزرگ‌تر باشد و یا اندازۀ بردار

 برابر است:   A B اندازۀ تصویرش یعنی اندازۀ پاره‌خط 

 1        
  

     




 AB AA A B
A B A B BB

ABAA BB v
'''''''''''''''''"

| |


  

    









   
| |

| |

v A B

A B A B v
AB A B





� 

 2       
   

     




 AB AA A B
A B BB A B

ABAA BB v
'''''''''''''''''"

| |   

    









   
| |

| |

v A B

A B v A B
AB A B





�

3    
 

   






 

 AB AA
A B BB

AB v

A

AA BB v
'''''''''''''''''"

| | | |
 

BB v
AB A B











   

| |

�

B می‌نامیم. چون  A و  v موازی نیست. مطابق شکل، تصویر نقاط ‌A و ‌B را به ترتیب  حالت دوم پاره‌خط AB با بردار 

 AB A B   BB متوازی‌الاضلاع است و در نتیجه  A A  AA، بنابراین چهارضلعی  BB v || || AA و  BB v    

می‌باشد. پس انتقال یک تبدیل طولپا است. 
�

)فعالیت 2 صفحۀ 39 کتاب درسی(   انتقال، شیب خطوط را حفظ می‌کند. �

اثباتاثبات

B در یک راستا قرار دارند، پس AB و  A و   ، A ، B که نقاط v موازی است، واضح است  که پاره‌خط ‌AB با بردار  1 در حالتی  مطابق اثبات ویژگی 

AB بوده و این  A B||   BB متوازی‌الاضلاع است، پس  A A  v موازی نیست، چون چهارضلعی   موازی‌اند و در حالتی‌که پاره‌خط AB با بردار  A B

 برابر است. A B یعنی شیب AB و 
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برای دسترسی به محتوای بیشتر به کانال تلگرامی  ArashAmid@ مراجعه کنید.

)فعالیت صفحۀ 40 کتاب درسی(   دوران یک تبدیل طولپاست. �

اثباتاثبات
AOB بیشتر باشد. با توجه به شکل زیر داریم: حالت اول  مرکز دوران یعنی O، بر پاره‌خط ‌AB یا امتداد آن واقع نباشد و زاویۀ دوران از زاویۀ 

    O O O O O O     1 2 3 2 1 3      �

ز ض  به حالت ض    AOB و   AOB O است، پس دو مثلث  O 1 3 از طرفی  OB می‌باشند،  OB  و   OA OA  تعریف دوران  به  با توجه 

AB می‌باشد. A B   هم‌نهشت هستند، پس اجزای متناظر آن‌ها با هم برابرند و این یعنی 

AOB کمتر باشد. با توجه به شکل زیر داریم: حالت دوم  مرکز دوران یعنی O، بر پاره‌خط AB یا امتداد آن واقع نباشد و زاویۀ دوران از زاویۀ 

   O O O O O O     1 3 1 2 3 2      �

 به  AOB O است، پس دو مثلث AOB ‌و  O O O   1 2 2 3   OB می‌باشند. از طرفی چون  OB  OA و  OA  با توجه به تعریف دوران،

AOB با زاویۀ  کنید در حالتی‌که اندازۀ زاویۀ   با هم برابرند. توجه  A B حالت ض ز ض هم‌نهشت هستند. بنابراین اجزای متناظر آن‌ها از جمله AB و 

دوران برابر باشد. اثبات دقیقاً مانند حالت بالا است.

حالت سوم  مرکز دوران یعنی O روی پاره‌خط AB باشد. با توجه به شکل زیر داریم:

    
AB AO OB
A B AO OB

 
     





�

OB است، پس: OB  OA و  OA  با توجه به تعریف دوران 
AB OA OB
AB OA OB

AB A B
OA OA

OB OB

 
    





  
 

 
'''''''''" �

حالت چهارم  مرکز دوران یعنی O روی امتداد پاره‌خط AB باشد. با توجه به شکل زیر داریم:

     
AB OA OB
A B OA OB

 
     





�

OB است، پس: OB  OA و  OA  با توجه به تعریف دوران 
AB OA OB
A B OA OB

AB A B
OA OA

OB OB

 
     





  
 

 
''''''''''" �
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برای دسترسی به محتوای بیشتر به کانال تلگرامی  ArashAmid@ مراجعه کنید.

)قضیۀ صفحۀ 46 کتاب درسی(   تجانس، شیب خط را حفظ می‌کند. �

اثباتاثبات

B روی خط ‌AB قرار می‌گیرند، بنابراین  A و  گر مرکز تجانس یعنی نقطۀ O روی خط AB باشد، مطابق شکل مجانس‌های A و B یعنی  حالت اول  ا

 یکسان است. A B شیب AB و 

�

k داریم:  0 گر مرکز تجانس یعنی نقطۀ O روی خط ‌AB نباشد، با توجه به شکل زیر و خواص تجانس با نسبت  حالت دوم  ا

   
OA k OA
OB k OB

OA
OA

OB
OB

k
 
 





    
| |.
| |.

| | �

 برابر است. A B AB است، پس شیب خطوط AB و  A B||   بنابراین طبق عکس قضیۀ تالس 

k باشد، با توجه به شکل مقابل داریم:  0 گر  ا

     
OA k OA
OB k OB
A B k AB

OA
OA

OB
OB

A B
AB

k
 
 

  









       
| |.
| |.
| |.

| || �

A بوده و طبق عکس قضیۀ خطوط موازی و مورب،  A   OA متشابه‌اند، پس زاویه‌های نظیر آن‌ها برابرند و این یعنی  B  بنابراین دو مثلث OAB و 

AB است. A B||  

)قضیۀ صفحۀ 47 کتاب درسی(   تجانس، اندازۀ زاویه را حفظ می‌کند.�

اثباتاثبات

AB و  A B||   که تجانس شیب خطوط را حفظ می‌کند، پس  از آن‌جایی  k رسم می‌کنیم.  O و نسبت تجانس  را نسبت به مرکز   ABC مجانس زاویۀ 

BC می‌باشد. حال طبق قضیۀ خطوط موازی و مورب داریم: B C||  

    
AB A B B B

BC B C B B

d

d

||

||

   

  

''''''''"

''''''''"

Jn¼¶

Jn¼¶

 

 

1 1

2










        

2

1 2 1 2B B B B B B      �

)کار در کلاس صفحۀ 47 کتاب درسی(   در تجانس با نسبت k، شکل و مجانس آن با هم متشابه‌اند.�

اثباتاثبات

که تجانس اندازۀ زاویه را حفظ  A به مرکز O و نسبت تجانس k باشد، از آن‌جایی  A An1 2 ... ، مجانس n ضلعی    A A An1 2 ... فرض می‌کنیم n ضلعی 

| برابر می‌کند، داریم: |k کرده و طول پاره‌خط‌ها را  


 


 


   

A A
A A

A A
A A

A A
A A

k

A A A A

n

n

1 2
1 2

2 3
2 3

1
1

1 1 2 2

, ... , | |

,    ,, ... , A An n  










�

بنابراین چون در دو n ضلعی، اضلاع نظیر متناسب و زوایای نظیر برابر هستند، پس دو n ضلعی متشابه‌اند. 
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برای دسترسی به محتوای بیشتر به کانال تلگرامی  ArashAmid@ مراجعه کنید.

AB خط  A را به ‌B وصل کنیم، پاره‌خط  گر  A بنامیم. ا گر A و B در یک طرف خط d باشند، کافی است بازتاب نقطۀ A را نسبت به خط d پیدا کرده و آن را   ا

d را در نقطۀ M قطع می‌کند که M نقطۀ مطلوب است. توجه کنید به جای بازتاب نقطۀ A می‌توانیم بازتاب نقطۀ B را نیز پیدا کنیم و سپس مراحل فوق را اجرا کنیم 

تا نقطۀ M معلوم شود.

                   

اثباتاثبات

 AM AM  M و هم‌چنین  A M A1 1  ، با توجه به ویژگی‌های بازتاب  M1 برای هر نقطۀ دلخواه دیگری نظیر 

AM با توجه به نامساوی مثلثی داریم: B1 است. حال در مثلث 

                    AM M B A B1 1 �

        AM M B AM MB AM M B AM MB1 1 1 1  می‌باشد، پس:�   A B AM MB از طرفی 

، مسیری طولانی‌تر خواهیم داشت. M1 بنابراین در هر نقطه‌ای دیگر به‌جز M مانند 
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برای دسترسی به محتوای بیشتر به کانال تلگرامی  ArashAmid@ مراجعه کنید.

)تمرین 1 صفحۀ 63 کتاب درسی( 1 برقرار است. � 1 1
2 2 2h b ca
  AH، رابطۀ ha ( با ارتفاع A� � 90 ( ABC در هر مثلث قائم‌الزاویۀ   

اثباتاثبات

1 1
2 2

2 2
2 2

2 2
2b c

c b
b c

b c
bc

    
( )

1 برابر است با:� 1
2 2b c


حال به کمک روابط طولی در مثلث قائم‌الزاویۀ ABC داریم:

  a b c
bc aha

2 2 2 






�

1 داریم: 1
2 2

2 2
2b c

b c
bc

  
( )

1با جای‌گذاری روابط فوق در 1 1 1 1 1 1
2 2

2
2 2 2

2

2 2 2 2 2b c
a
ah b c

a
a h b c ha a a

       
( )

�

AB رابطۀ زیر برقرار است که در آن R شعاع دایرۀ محیطی مثلث ABC است. c AC و  b ، BC a  قضیۀ سینوس‌ها: در مثلث ABC با اضلاع

               
a
A

b
B

c
C

R
sin sin sin  

   2
�

اثباتاثبات

در سه حالت قضیه را اثبات می‌کنیم:

)فعالیت 1، 2 و 3 صفحه‌های 60 و 61 کتاب درسی( حالت اول مثلث ABC قائم‌الزاویه است.�

می‌دانیـم عمودمنصف‌هـای اضالع هـر مثلـث همرس‌انـد. از طرفـی نقطـۀ همرسـی عمودمنصف‌هـای هـر مثلـث مرکـز دایـرۀ 

 BC 180 می‌باشـد، بنابرایـن پاره‌خـط BC برابـر کـه زاویـۀ A محاطـی اسـت، پـس کمـان محیطـی آن می‌باشـد. از آن‌جایـی 

قطـر دایـره می‌باشـد.

حال در مثلث قائم‌الزاویۀ ABC داریم:�

sin sin
sin

( )B AC
BC B b

R
b
B

R 



    2 2 1 �

sin sin
sin

( )C AB
BC C c

R
c
C

R 



    2 2 2 �

sin sin
sin sin

( )A a
A

a a a
A

R
a R�

� �
�     


90 1 1 2 3

2
'''''" �

aبا توجه به تساوی‌های )1(، )2( و )3( داریم:
A

b
B

c
C

R
sin sin sin  

   2 �

مثلث  داخل  عمودمنصف‌ها  همرسی  نقطۀ  حاده‌الزاویه  مثلث  در  می‌دانیم  است.  حاده‌الزاویه   ABC مثلث  حالت دوم 

قرار دارد، پس مرکز دایرۀ محیطی مثلث داخل مثلث قرار می‌گیرد. حال قطر BD را رسم می‌کنیم. سپس از D به A وصل 

BAD زاویۀ محاطی رو  D زوایای محاطی رو به کمانAB هستند، پس با هم برابرند، از طرفی زاویۀ C و می‌کنیم. زوایای

به نیم‌دایره است، پس قائمه می‌باشد. حال طبق حالت اول در مثلث قائم‌الزاویه BAD داریم:

�
sin

sin sin
D AB

BD
c
R

c
D

R c
C

R
C D



 

 

    


2 2 2'''''" �

a می‌باشند، پس:
A

R
sin 

 2 b و
B

R
sin 

 2 به طریق مشابه می‌توان نشان داد که
a
A

b
B

c
C

R
sin sin sin  

   2 �
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برای دسترسی به محتوای بیشتر به کانال تلگرامی  ArashAmid@ مراجعه کنید.

که مثلث منفرجه‌الزاویه  از آن‌جایی  را رسم می‌کنیم.  ABC منفرجه‌الزاویه است. دایرۀ محیطی مثلث  مثلث  حالت سوم 

است، پس نقطۀ همرسی عمودمنصف‌های آن بیرون مثلث است، پس مرکز دایرۀ محیطی آن بیرون مثلث قرار می‌گیرد. حال 
 ABCقرار بگیرد. بنابراین مثلث ABCکه مرکز دایره درون مثلث کمان BC در نظر می‌گیریم  A را طوری روی  نقطۀ

حاده‌الزاویه خواهد بود.

A محاطی هستند، پس: زوایای A و

         
A BAC

A BAC
A A BAC BAC BAC BAC

� �

� �
� � � � � � 

 










         2

2
2 2 2

3360
2 180
� � �

A مکمل‌اند و داریم: A و بنابراین زوایای
sin sin( ) sinA A A� � ��    180 �

ABC داریم: با توجه به نتیجۀ حالت دوم در مثلث حاده‌الزاویۀ
a
A

R a
A

R
A A

sin sin
sin sin


 



 

 

2 2''''''''''''" �

DAC رو به نیم‌دایره است، پس قائمه می‌باشد. حال قطر CD را رسم کرده، سپس از D به A وصل می‌کنیم، زاویۀ محاطی

در مثلث قائم‌الزاویۀ ADC داریم:

           sinD AC
DC

b
R

   2 �

D رو به کمانAC هستند، پس با هم برابرند و داریم: B و از طرفی زوایای محاطی

sin sin
sin

D b
R

B b
R

b
B

RD B
 



 

   


2 2 2'''''" �

c می‌باشد، پس:
C

R
sin 

 2 BD می‌توان نشان داد که به طریق مشابه با رسم قطر
a
A

b
B

c
C

R
sin sin sin  

   2 �
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برای دسترسی به محتوای بیشتر به کانال تلگرامی  ArashAmid@ مراجعه کنید.

 قضیۀ کسینوس‌ها: در هر مثلث مربع اندازۀ هر ضلع برابر است با مجموع مربع‌های اندازه‌های دو ضلع دیگر منهای دو برابر حاصل‌ضرب آن دو ضلع در 

)فعالیت 1 صفحۀ 64 کتاب درسی( کسینوس زاویۀ بین آن‌ها.�

            

a b c bc A

b a c ac B

c a b ab C

2 2 2

2 2 2

2 2 2

2
2
2

  

  

  

cos

cos

cos





 �

اثباتاثبات

که اثبات آن را در هندسۀ )1(  کسینوس‌ها تبدیل به قضیۀ فیثاغورس می‌شود  cosA است، قضیۀ   0 �A باشد، با توجه به این‌که � 90 که در حالتی 

�A اثبات می‌کنیم.  � 90 �A و � 90 دیده‌ایم. بنابراین قضیۀ کسینوس‌ها را برای

�A باشد: � 90 حالت اول فرض می‌کنیم

ابتدا ارتفاع BH را رسم می‌کنیم. در مثلث قائم‌الزاویۀ ABH داریم:
�

                cos cosA AH
c AH c A    �

CH b AH b c A    cos �

   sin sinA BH
c BH c A    �

حال به کمک قضیۀ فیثاغورس در مثلث قائم‌الزاویۀ BHC داریم:
BC BH CH a c A b c A2 2 2 2 2 2     ( sin ) ( cos )  �

        a c A b bc A c A a b c A A2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

1
2sin cos cos (sin cos� � � � �� ���� ��� � �) cos cos    2 22 2 2bc A a b c bc A �

�A باشد: � 90 حالت دوم فرض می‌کنیم �

A می‌باشد، پس: A� � � 1 180 ابتدا ارتفاع BH را رسم می‌کنیم. با توجه به شکل زیر،

sin sin( ) sinA A A� � ��1 180   �

cos cos( ) cosA A A� � ��1 180    �
در مثلث قائم‌الزاویۀ زیر داریم:

  cos cos cosA AH
c

AH c A c A  1 1     �

sin sin sinA BH
c BH c A c A  1 1    �

CH b AH b c A    cos �

حال به کمک قضیۀ فیثاغورس در مثلث BHC داریم:

BC BH CH a c A b c A a c A b bc2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2         ( sin ) ( cos ) sin cos   AA c A  2 2cos �

        a b c A A bc A a b c bc A2 2 2 2 2 2 2 2

1
2 2(sin cos ) cos cos� � �� ��� ��� �� �
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cosA  0 آن‌گاه  A  90 گر  ، ا cosA  0 آن‌گاه A� � 90 گر  تشخیص حاده، قائمه یا منفرجه بودن زاویۀ مثلث:  از آنجایی که در مثلث ABC، ا

کمک طول به   ABC در مثلث  را   A زاویۀ  بودن  یا منفرجه  قائمه  کسینوس‌ها می‌توان حاده،  کمک قضیۀ  به  می‌باشد،  cosA  0 آن‌گاه  A� � 90 گر  ا  و 

)تمرین 9 قسمت‌های )الف(، )ب( و )پ( صفحۀ 74 کتاب درسی( اضلاع تعیین کرد.�

A a b c   90 2 2 2

  
A a b c� �   90 2 2 2

  
A a b c� �   90 2 2 2

�

اثباتاثبات

a می‌باشد، پس: b c bc A2 2 2 2   cos   ، ABC می‌دانیم در مثلث

a b c b c bc A b c bc A A A2 2 2 2 2 2 22 2 0 0 90             cos cos cos� � � � � �

a b c b c bc A b c bc A A A2 2 2 2 2 2 22 2 0 0 90             cos cos cos� � � � � �

a b c b c bc A b c bc A A A2 2 2 2 2 2 22 2 0 0 90             cos cos cos� � � � � �

)تمرین 4 صفحۀ 67 کتاب درسی(  قضیۀ میانه‌ها: در مثلث ABC طول میانۀ AM از رابطۀ زیر به‌دست می‌آید. �

        2 2
2 2 2 2

AM b c a   �

اثباتاثبات

c2 را به‌دست آوریم: b2 و کافی است در دو مثلث AMB و AMC به کمک قضیۀ کسینوس‌ها

  c AM a AM a2 2 2

4 2 2      cos �

b AM a AM a2 2 2

4 2 2 180      cos( )  �
)cos است، پس: ) cos180    می‌دانیم

c AM a AM a

b AM a AM a
b

2 2 2

2 2 2
4 2 2

4 2 2

    

      











cos

( cos )





22 2 2 2 2 2 2 2
2 2 2 2      c AM a AM b c a �
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)تمرین 5 صفحۀ 67 کتاب درسی(  قضیۀ استوارت: در مثلث ABC، نقطۀ دلخواه D روی ضلع BC است. آن‌گاه طول AD از تساوی زیر به‌دست می‌آید: �

      AB DC AC DB AD BC DB DC BC2 2 2        �

اثباتاثبات

به کمک قضیۀ کسینوس‌ها در مثلث‌های ADB و ADC داریم:

 

AB AD DB AD DB

AC AD DC AD DC

2 2 2

2 2 2

2 1

2 180

    

     

cos ( )

cos( )



 ''''''''''''''''''''"
cos( ) cos180

2 2 2 2

 






   

 

AC AD DC AD DC  cos ( ) 2

�

حال طرفین تساوی )1( را در DC و طرفین تساوی )2( را در DB ضرب می‌کنیم و داریم:

AB DC AD DC DB DC AD DB DC
AC DB AD DB DC DB A

2 2 2

2 2 2
2
2

        
     

cos
DD DB DC  









cos
�

AB DC AC DB AD DC AD DB DB DC DC DB2 2 2 2 2 2           �

         AB DC AC DB AD DB DC DB DCDC DB
BC BC

2 2 2 ( ) ( ) ( )��� �� ��� �� �

        AB DC AC DB AD BC DB DC BC2 2 2 �

قضیۀ نیمسازهای زوایای داخلی:   در هر مثلث، نیمساز هر زاویۀ داخلی، ضلع روبه‌رو به آن زاویه را به نسبت   

اندازه‌های ضلع‌های آن زاویه تقسیم می‌کند:

                  A A AB
AC

BD
CD

 1 2   �

اثباتاثبات

حالت اول از نقطۀ C خطی به موازات نیمساز AD رسم می‌کنیم تا امتداد AB را در نقطۀ E قطع کند. طبق قضیۀ 

خطوط موازی و مورب داریم: 
A E

A C
E C

A A 

 

 

 1

2 1
1

1 2











''''''''" �

AE می‌باشد. حال به کمک قضیۀ تالس  AC E، مثلث ACE متساوی الساقین بوده و C  با توجه به برابری1

BDدر مثلث EBC داریم: 
CD

AB
AE

BD
CD

AB
AC

AE AC
 


'''''''''" �

ارتفاع H می‌نامیم. همچنین  و   H را پای عمودها  و  AC عمود می‌کنیم  و   AB اضلاع  بر   D نقطۀ  از  حالت دوم 

DH می‌باشد.  DH است، پس A روی نیمساز زاویۀ D که AH را در مثلث ABC رسم می‌کنیم. از آن‌جایی 

)تمرین 3 صفحۀ 70 کتاب درسی( حال داریم: �

�S

S

BD AH

CD AH

BD
CD

S

S

AB DH

ABD

ACD

ABD

ACD










  

  



  

1
2
1
2
1
2
1
2  



















 

AC DH

AB
AC

AB
AC

BD
CD �
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برابر  اندازۀ هر نیمساز داخلی  محاسبۀ طول نیمسازهای زوایای داخلی مثلث:   در هر مثلث مربع   

ضلع  روی  نیمساز  که  قطعه‌ای  دو  اندازۀ  حاصل‌ضرب  منهای  زاویه،  ضلع  دو  اندازۀ  حاصل‌ضرب  با  است 

مقابل ایجاد می‌کند.

         
AD AB AC BD DC2    

�

اثباتاثبات

دایرۀ محیطی مثلث ABC را رسم می‌کنیم و نیمساز AD را امتداد می‌دهیم تا دایره را در نقطۀ E قطع 

AC هستند.  کمان  B با هم برابرند، زیرا زوایای محاطی رو به  E و  C وصل می‌کنیم. زوایای  E به  کند. از 

بنابراین دو مثلث ABD و AEC با دو زاویۀ برابر متشابه‌اند: 
A A

B E
ABD AEC

� �

� �
∼1 2










 
��

بنابراین اضلاع متناظر دو مثلث متناسب‌اند: 
AC
AD

AE
AB

EC
BD AC AB AD AE    '''''''''''"

¸Ãõw» ¸ÃÎoö

�
AE می‌باشد، پس:  AD DE  از طرفی

AC AB AD AE AC AB AD AD DE AC AB A
AE AD DE

         
 

''''''''''''''" ( ) DD AD DE2   �

AD DE BD DC   حال با به کار بردن رابطۀ طولی در وترهای متقاطع BC و AE داریم: �

بنابراین داریم: 

AC AB AD AD DE AC AB AD BD
AD DE BD DC

      
  2 2

'''''''''''''''''''"      DC AD AC AB BD DC2 �

با نصف حاصل‌ضرب  است  برابر  هر مثلث  مساحت  زاویۀ بین آن‌ها:  مساحت مثلث برحسب دو ضلع و   

)فعالیت صفحۀ 72 کتاب درسی( اندازه‌های هر دو ضلع در سینوس زاویۀ بین آن‌ها. �

        
S bc A ab C ac B  1

2
1
2

1
2sin sin sin  

�

اثباتاثبات

ارتفاع BH از مثلث ABC را رسم می‌کنیم و داریم: 

    S AC BH  1
2 �

از طرفی در مثلث قائم الزاویۀ AHB داریم:‌
sin sinA BH

AB BH AB A    �

S AC AB A bc A   1
2

1
2sin sin  S داریم:� AC BH  1

2 BH در تساوی AB A sin با جای‌گذاری
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)تمرین 5 صفحۀ 74   فرمول طول نیمساز زاویۀ مثلث برحسب اندازۀ آن زاویه: در مثلث ABC طول نیمساز زاویۀ A از رابطۀ زیر به‌دست می‌آید. �

کتاب درسی(

                                                        AD
bc A

b c


2 2cos


�

اثباتاثبات
مساحت مثلث ABC برابر است با مجموع مساحت مثلث‌های ADB و ADC، پس:

1
2

1
2 2

1
2 2          AB AC A AB AD A AC AD Asin sin sin

 

�

'''"


       



2
2AB AC A AD A AB AC AD AB AC A

AB AC
sin sin ( ) sin

( )sin



 

AA
2

�

 
 


 


AD

AB AC A A

AB AC A
AD

bc A

b c

2 2 2

2

2 2sin cos

( )sin

cos
 





�

 مساحت متوازی الاضلاع برحسب دو ضلع مجاور و زاویۀ بین آن‌ها: مساحت هر متوازی الاضلاع برابر است 

)تمرین 8 صفحه 74 کتاب درسی( با حاصل‌ضرب دو ضلع مجاور در سینوس زاویۀ بین دو ضلع. �

S ab sin � 

اثباتاثبات

در هر متوازی الاضلاع زوایای مقابل و اضلاع مقابل با هم برابرند. با رسم قطر BD، مثلث‌های ABD و CBD با سه 

ضلع برابر همنهشت هستند، پس مساحت‌های آن‌ها با هم برابر است:

      
AD BC
AB CD
BD BD

ABD BCD S S
ABD BCD













   
 

  �

S می‌باشد، پس:  S SABCD
ABD BCD

   از طرفی

S S S S AB AD AB AD abABCD
ABD BCD ABD

              2 2 1
2 sin sin sin   �

موفق باشیـد

آرش عمید


